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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – Туындының көмегiмен функцияның таңба
тұрақтылығын, өсу аралығын, кему аралығын, ең үлкен және ең кiшi
мәндерiн табу
Негiзгi сұрақтар:

1 Функцияның тұрақтылығы, өсуi және кемуi
2 Функцияның экстремумы
3 Функцияның ең үлкен және ең кiшi мәндерi
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Theorem
Егер f (x) функциясы (a, b) интервалында дифференциалданып, кез келген ξ ∈ (a, b)
нүктесiнде f ′(ξ) = 0 болса, онда f (x) функциясы (a, b) интервалында тұрақты.

Дәлелдеу. (a, b) интервалынан x0 нүктесiн аламыз, ал x осы интервалдың кез келген
нүктесi болсын. Онда [x0, x] ⊂ (a, b) аралықта f (x) функциясы дифференциалданады,
демек, үзiлiссiз болады. f (x) функциясы [x0, x] кесiндiсiнде Лагранж теоремасының
шарттарын қанағаттандырады, олай болса, осы кесiндiде жатқан ξ нүктесi табылып:

f (x)− f (x0) = f ′(ξ)(x − x0).

Теорема шарты бойынша f ′(ξ) = 0 болғандықтан,

f (x)− f (x0) = 0 =⇒ f (x) = f (x0) – тұрақты.
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Theorem
(a, b) интервалында дифференциалданатын функция осы интервалда өспелi (кемiмелi)
болуы үшiн ∀x ∈ (a, b) нүктесiнде

f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0)

теңсiздiгi орындалуы қажеттi және жеткiлiктi.

Дәлелдеу.
Қажеттiлiгi. Өспелi функция үшiн: ∀x0 ∈ (a, b),

x > x0 =⇒ f (x) ≥ f (x0), x < x0 =⇒ f (x) ≤ f (x0).

Сонда ∀x ̸= x0:
f (x)− f (x0)

x − x0
≥ 0 =⇒ f ′(x0) ≥ 0.

Жеткiлiктiлiгi. Егер f ′(x) ≥ 0, x1 < x2 үшiн Лагранж теоремасын қолдансақ:

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1), x1 < ξ < x2.

f ′(ξ) ≥ 0 болғандықтан, f (x2) ≥ f (x1). Сол арқылы f (x) өспелi.
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Theorem
Егер (a, b) интервалында дифференциалданатын f (x) функциясы үшiн ∀x ∈ (a, b)

f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0),

онда f (x) функциясы (a, b) аралығында қатаң өспелi (қатаң кемiмелi) болады.

Дәлелдеу. Қатаң өспелi функция үшiн x1 < x2:

f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1), x1 < ξ < x2.

f ′(ξ) > 0 болғандықтан f (x2) > f (x1), демек f (x) қатаң өспелi.
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Мысалдар

Example
y(x) = x3 + 6x2 + 12x − 13 функциясының өсуiн анықтау.
Туындысы:

y ′(x) = 3x2 + 12x + 12 = 3(x2 + 4x + 4) = 3(x + 2)2.

Кез келген x ∈ (−∞,+∞) үшiн y ′(x) > 0, демек, функция өспелi.

Example
y(x) = 3x4 − 8x3 + 16 функциясының өсу және кему аралықтары.
Туындысы:

y ′(x) = 12x3 − 24x2 = 12x2(x − 2).

Егер x > 2, y ′(x) > 0 – функция өспелi, ал x < 2, y ′(x) < 0 – функция кемiмелi.
Сондықтан, (−∞, 2) аралығында функция кемiмелi, ал (2,+∞) аралығында функция
өспелi.
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Функцияның экстремумы
f (x) функциясы x0 нүктесiнiң δ аймағында Uδ(x0) = (x0 − δ, x0 + δ) анықталған және
үзiлiссiз болсын.

Definition
Егер

f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)) (1)

теңсiздiгi орындалса, онда f (x) функциясының x0 нүктесiнде локалдық максимум
(минимум) бар деп атайды. Локалдық максимум мен минимумды бiрiктiрiп, локалдық
экстремум деп атаймыз, ал x0 нүктесiн максимум (минимум) нүктесi деп атаймыз.
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Theorem (Экстремумның қажеттi
шарты)
Егер f (x) функциясының x0 нүктесiнде локалдық экстремумы бар және осы нүктеде
дифференциалданатын болса, онда

f ′(x0) = 0.

Дәлелдеу. x0 нүктесiнде f (x) функциясының экстремумы бар болғандықтан, осы
нүктенiң (x0 − δ, x0 + δ) аймағында функцияның ең үлкен немесе ең кiшi мәнi бар.
Ферма теоремасы бойынша

f ′(x0) = 0.
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Стационар және кризистiк нүктелер. Функция туындысының нөлге тең болатын
нүктелерiн стационар нүкте, ал функция үзiлiссiз және оның туындысы нөлге тең
немесе туындысы болмаған нүктелерiн кризистiк (сын) нүктелерi деп атайды.
Функцияның экстремум нүктелерi оның кризистiк нүктелерiнде жатады. Туындының
нөлге тең болуы немесе болмауы экстремумның қажеттi шарты болып табылады, бiрақ
жеткiлiктi шарты болмайды.

Example
f (x) = x3 функциясын қарастырайық. Туындысы f ′(x) = 3x2, x = 0 нүктесiнде
f ′(0) = 0, алайда бұл нүктеде экстремум жоқ, себебi функция анықталу облысында
өспелi.
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Theorem (Экстремумның жеткiлiктi
шарты)
f (x) функциясы x0 нүктесiнiң қайсыбiр аймағында (немесе нүктенi қоса алмай)
дифференциалданады және x0 стационар нүкте үзiлiссiз болсын.

1 Егер f ′(x) функциясы x0 нүктесiнде таңбасын плюстен минуске өзгертсе:

∀x ∈ (x0 − δ, x0) : f
′(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ) : f ′(x) < 0,

онда x0 нүктесiнде функцияның максимум нүктесi болады.
2 Егер f ′(x) функциясы x0 нүктесiнде таңбасын минустен плюске өзгертсе:

∀x ∈ (x0 − δ, x0) : f
′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ) : f ′(x) > 0,

онда x0 нүктесiнде функцияның минимум нүктесi болады.
3 Егер f ′(x) туынды таңбасы x0 нүктесiнде өзгермесе, онда бұл нүктеде

экстремум жоқ.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 8-дәрiс 21 қазан 2024 10 / 19



Дәлелдеу. Бiрiншi жағдайды қарастырайық. (x0 − δ, x0) аралығында кез келген x
нүктесiн алайық, [x , x0] кесiндiсiнде Лагранж теоремасы бойынша

f (x0)− f (x) = f ′(ξ)(x0 − x), x0 − δ < x < ξ < x0.

f ′(ξ) > 0 және x0 − x > 0, сондықтан

f (x0)− f (x) > 0 =⇒ f (x0) > f (x).

Сол сияқты x ∈ (x0, x0 + δ) үшiн f ′(x) < 0:

f (x)− f (x0) = f ′(ξ)(x − x0) < 0 =⇒ f (x) < f (x0).

Сондықтан x0 нүктесiнде максимумы бар екенi анықталады. Екiншi және үшiншi
жағдайлар дәл осылай дәлелденедi.
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Theorem (Экстремумның екiншi
жеткiлiктi шарты)
x0 нүктесi f (x) функциясының стационар нүктесi болсын:

f ′(x0) = 0

және f ′′(x0) туындысы бар. Онда:
1 Егер f ′′(x0) > 0, онда x0 минимум нүктесi;
2 Егер f ′′(x0) < 0, онда x0 максимум нүктесi.

Дәлелдеу. Егер f ′′(x0) > 0, онда f ′(x) функциясы x0 нүктесiнде өспелi, демек, δ > 0
үшiн:

∀x ∈ (x0 − δ, x0) : f
′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + δ) : f ′(x) > 0.

Бұл 5.2.2 теорема бойынша x0 нүктесiнде f (x) функциясының минимумы бар.
Максимум жағдайы дәл осылай дәлелденедi.
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Егер f (x) функциясы [a, b] кесiндiсiнде үзiлiссiз болса, онда Вейерштрасс теоремасы
бойынша осы аралықта өзiнiң ең үлкен және ең кiшi мәнiн қабылдайды. Егер ең үлкен
(ең кiшi) мән берiлген кесiндiнiң iшкi нүктелерiнде қабылданса, онда ол мән максимум
немесе минимумның бiреуi болады. Алайда ең үлкен (ең кiшi) мәндер [a, b] кесiндiсiнiң
шеткi нүктелерiнде қабылдануы да мүмкiн. Сондықтан f (x) функциясының [a, b]
кесiндесiндегi ең үлкен (ең кiшi) мәнiн табу үшiн f (x) функциясының стационар
нүктелерiндегi мәндерiн тауып, оларды f (a) мен f (b) мәндерiмен салыстыру керек. Осы
сандардың ең үлкен (ең кiшi) мәнi f (x) функциясының [a, b] кесiндiсiндегi ең үлкен (ең
кiшi) мәнi болады.
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Example
f (x) = x4 − 2x2 + 1 функциясының [−2, 2] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi мәнiн
табайық.
Шешу. Алдымен стационар нүктелерiн анықтаймыз:

f ′(x) = 4x3 − 4x = 4x(x2 − 1) = 4x(x + 1)(x − 1).

Стационар нүктелер: x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1. Функция мәндерi:

f (−1) = f (1) = 0, f (0) = 1.

Кесiндiнiң шеткi нүктелерiн қарастырамыз:

f (−2) = f (2) = 9.

Сондықтан функцияның ең үлкен мәнi: 9, ең кiшi мәнi: 0.
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Example
f (x) = 2 arctg(2x − x2) + π

4
функциясының [0, 3] кесiндiсiндегi ең үлкен және ең кiшi

мәнiн табайық.
Шешу. Стационар нүктесiн табамыз:

f ′(x) = 2
1

1 + (2x − x2)2
(2− 2x) =

4(1− x)

1 + (2x − x2)2
.

Сондықтан 1− x = 0 =⇒ x0 = 1. Функция мәнi:

f (1) = 2 arctg 1 +
π

4
=

2π

4
+

π

4
=

3π

4
.

Кесiндiнiң ұштарындағы мәндер:

f (0) =
π

4
, f (3) = 2 arctg(−3) +

π

4
=

π

4
− 2 arctg 3.

Сондықтан функцияның ең үлкен мәнi: 3π
4

, ең кiшi мәнi: π
4
− 2 arctg 3.
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Example
Ауданы S болатын тiктөртбұрыштардың периметрi ең кiшi болатын төртбұрышты табу
керек.
Шешу. Төртбұрыштың бiр қабырғасы x , онда екiншi қабырғасы S

x
. Периметр p(x):

p(x) = 2x + 2
S

x
, x > 0.

Туындысын табамыз:

p′(x) = 2−
2S

x2
=

2(x2 − S)

x2
.

p′(x) = 0 =⇒ x2 − S = 0 =⇒ x =
√
S . Солайша екiншi қабырғасы да S√

S
=

√
S

болады. Периметр:
p = 2

√
S + 2

√
S = 4

√
S .

Демек, ауданы S-ке тең болатын төртбұрыштардың периметрi ең кiшi болатын
төртбұрыш — квадрат.
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!
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